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METODE DE REZOLVARE A PROBLEMELOR DE
PERPENDICULARITATE IN PLAN SI iN SPATIU

|. PERPENDICULARITATE iN PLAN. METODE DE DEMONSTRATIE

In geometria plani, sunt numeroase problemele in care se cere si se arate ci doud
drepte sunt perpendiculare sau, echivalent cu acestea, sd se arate cd, un anumit unghi este
unghi drept, cd un anumit triunghi este triunghi dreptunghic; cd un anumit paralelogram
(romb) este dreptunghi (patrat).

Pentru solutionarea cu succes a problemelor de acest tip, rezolvitorul trebuie sa aiba
cunostinte temeinice privind, Tn mod deosebit: notiunile de drepte perpendiculare si distanta
de la un punct la o dreaptd; mijlocul unui segment si mediatoarea segmentului, bisectoarea
unui unghi si proprietatile acestora; rezultatele privind suma unghiurilor unui triunghi sau
suma unghiurilor 1n jurul unui punct; unele relatii metrice in triunghi (in special in triunghiul
dreptunghic), in patrulater sau in cerc. Pentru a fi realizat acest obiectiv (de a rezolva corect si
rapid probleme de acest tip), In continuare, sunt expuse mai multe metode si tehnici de
rezolvare, fiecare metoda fiind urmata de aplicatii (probleme), care sa o ilustreze, sa o faca

mai usor de utilizat in activitatea la clasa.

Metoda intdi. Demonstrarea perpendicularitatii a douid drepte folosind
rezultatele ,,privind suma unghiurilor unui triunghi sau suma unghiurilor

formate in jurul unui punct”

P1. Se da un triunghi ABC in care < B=2- <A, <« C=3.- <« A. Si se arate ca AABC este
dreptunghic.

Fig. 1
Demonstratie
Se utilizeaza relatia <t A+ <X B+ <« C=/80°= «xA=30°, «xB=60° <« C=90°
P2. Intr-un patrat ABCD, se noteazi cu M si N mijloacele laturilor BC, respectiv CD. Sa se

demonstreze ca dreptele AM si BN sunt perpendiculare.



Fig. 2
Demonstratie
Fie P intersectiec a dreptelor AM si BN. Din congruenta AABM si ABCN =
< MAB= <« NBCsi <« AMB= <« BNC.
Din <P+<M .+ <«B1=180°= <« P=90°, deoarece < B =<MAB = AM L BN.

P3. Se da un patrulater inscriptibil ABCD si se noteaza cu E punctul comun laturilor AD si
BC. Perpendicularele in C si D, respectiv pe CB si DA se intersecteaza in punctul I. Sa se

demonstreze ca, dreapta El este perpendiculara pe AB.

Fig. 3

Demonstratie

Fie F intersectia dreptelor El si AB. Avem ca <t ABC= < CDE (au acelasi suplement si
anume << ADC). Patrulaterul DECI este inscriptibil pentru ca < IDE+< JCE=90°+90°=180°
= X IDC=<«IEC.

Deci, <« FBE+ <« BEF=<« CDE+ <« IDC=90°
Cum « FBE+<«BEF=90° = EI L AB
P4. in triunghiul ABC, perpendiculara in C pe BC, intersecteaza pe AB in M, iar

perpendiculara iIn A pe AB intersecteazd pe BC in N. Perpendiculara in M pe AB si

perpendiculara in N pe BC se intersecteaza in P. Sa se arate ca BP este perpendiculard pe AC.
3
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Fig. 4

Demonstratie
Fie Q intersectia dreptelor BP si AC. Patrulaterul AMNC este inscriptibil, pentru ca
< MAN= <« MCN (=90°) = <« MNC= <«BAC.
Patrulaterul MBNP este inscriptibil pentru cd <« BMP+<«<BNP=90°+90°=180°=
< MNP = << MBP.
In ABNP, avem ci <«<BNM+<MNP=90° si cum <MNP=<xMBP si
< MNC=<«BAC = in AABQ are loc relatia < ABQ+<BAQ=90°, adica AQ L BQ =

AC LBP

P5. Sa se arate ca, daca un unghi al unui triunghi are 45°, atunci dreptele care unesc picioarele

inaltimilor duse pe laturile acestui unghi cu mijlocul laturii opuse, sunt perpendiculare.

&
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Fig. 5

Demonstratie

Fie triunghiul ABC cu m(<« BAC)=45¢°;

Fie CD 1L AB,BE 1 AC si M mijlocul lui BC.

Se observa din triunghiurile dreptunghice BDC si CEB, ca triunghiurile BMD si CME
sunt isoscele.

Avem m(<«<EMC)=180°-2-m(<«C), m(«x DMB)=180°-2-m(«xB)=
m(< EMC+<«< DMC)=60°-2-m(<«x B+« C)=360°-2-135°=90°, adica < DME)=90°
=DM 1 ME.



Metoda a doua. Demonstrarea perpendicularitatii a doua drepte folosind

reciproca teoremei lui Pitagora in triunghiul dreptunghic

P1. Sase arate ca AABC, in care AB=5, AC=12 si BC=13, este dreptunghic.

Demonstratie

Cum 13?=5%+122 adica BC?=AB?*+AC?* = conform reciprocei teoremei lui Pitagora, ca
A ABC este dreptunghic cu m(<< BAC)=90°.
P2. In triunghiul dreptunghic ABC (< A=90°), se duce iniltimea AD (D €BC). Se uneste D
cu mijloacele E si F ale laturilor AB si AC. Sa se arate ca m( < FDE)=90 °.

A

Fig. 6
Demonstratie

Notam: BC=a, AC=b, AB=c. Din triunghiul dreptunghic ADB, cu DE mediana,avem

DE =~ Analog, se obtine DF = % Pe de alta parte, EF fiind linie mijlocie in AABC =

EF = Se verificd, imediat, c¢d EF?=DE?+DF?(prin ipotezd, a’=b*+c%)=

N No

m( < FDE)=90°.
P3. Se considera un trapez dreptunghic ABCD (m(<cA)=m(< D)=90° ), in care cele doua
baze au lungimile AB=a si CD=Db, iar latura neparalela BC=a+b. Daca E este mijlocul laturii

neparalele AD, sa se arate ca A BEC este dreptunghic.



Fig. 7

Demonstratie

Fie CC' L AB cuC eAB = AD=2\/ab, CE=+b?+ab, BE =+a?+ab.

Prin calcul, se obtine ci CE’+BE?=BC%= ABEC este dreptunghic, cu
m( < E)=90°.

Observatie:

Problema putea fi rezolvatd mai simplu, folosind rezultatul cd dacd mediana unui

triunghi este cat jumatate din latura pe care cade, atunci triunghiul este dreptunghic.

P4. Sa se arate cd, daca intre laturile unui triunghi are loc relatia b2 (c*+a*-b*
=c’(a*+b*-c*), atunci triunghiul este dreptunghic sau isoscel.
Demonstratie

Efectuand calculele, se obtine ca: (b®-c?)(@%+b*+c?)(a®b’>c’)=0 s§i cum
a>+b*+c?# 0 = sau b?-c?=0 sau a>b?-c?=0, adica sau b=c sau a’=bh*+c? = fie ci triunghiul

estre isoscel, fie este dreptunghic.

Metoda a treia. Demonstrarea perpendicularitiatii a doui drepte folosind
rezultatul ca ,,Daca intr-un triunghi oarecare se pun in evidenti doui
inaltimi, atunci dreapta care uneste cel de al treilea varf al triunghiului cu
ortocentrul este perpendiculara pe latura a treia (este a treia inaltime in

triunghi).”

P1. Unghiurile opuse A si C ale patrulaterului convex ABCD sunt drepte. Daca E si F sunt
punctele de intersectie ale dreptelor AD si BC, respectiv BA si CD, sa se demonstreze ca BD

este perpendiculara pe EF.
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Fig. 8
Demonstratie
in ABEF, avem EA L BF si FC L BE, iar D este punctul de intersectie al indltimilor EA
siFC = BD LEF

P2. O dreaptd d, perpendiculara pe ipotenuza BC a unui triunghi dreptunghic ABC,
intersecteaza cateta AB si prelungirea Iui AC in punctele D si E. Sa se arate ca CD este

perpendiculara pe BE.
&

Fig. 9

Demonstratie

Fie F intersectia dreptei d cu ipotenuza BC. in ABCE, avem EF L BCsi AB LCE
iar D este punctul de intersectie al inaltimilor EF si AB = CD 1 BE .
P3. In triunghiul echilateral ABC, se duce iniltimea AD si se prelungeste BC, dincolo de B, cu
segmentul BM=BD. Fie N mijlocul segmentului AB. Dreapta MN intersecteaza pe AD in P. Sa

se arate ca dreapta CP este perpendiculara pe AM.
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Fig. 10

Demonstratie
Notam cu L intersectia dreptelor MP si AC. Cum BN=BM = A MBN este isoscel =

< NMB= < MNB (=30°).
in ALMC , avem m(<xLMC)=30° si m(<«LCM)=60° = m(<xMLC)=90 °. Cum in

AAMC, avemca AD L MC si ML L AC = CP L AM

P4. Pe un cerc se iau punctele C si D, de o parte si de alta a diametrului AB. Fie M si N
punctele de intersectie ale dreptelor BC si AD, respectiv BD si CA. Sa se demonstreze ca MN

este perpendiculara pe AB.

Fig. 11

Demonstratie
Deoarece AB este diametrul cercului = <« ADB=<ACB ( =90° ) = MD 1L BM si

NC L MB. Cum punctul A este intersectia lui MD cu NC = A este ortocentrul AMBN =

BA L MN.
P5. intr-un dreptunghi ABCD, bisectoarea unghiului BAD intersecteazd diagonala BD in

punctul E, iar latura BC in F. Stiind ca paralela dusa din E la latura AB intersecteaza diagonala

AC in C, sa se demonstreze ca dreptele GF si BD sunt perpendiculare.
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Fig. 12
Demonstratie
Notam cu O intersectia diagonalelor AC si BD, cu | intersectia dreptelor AE si BG. Din
AO=BO si EG ||AB = patrulaterul ABEG este trapez isoscel si, cum < BAF= < FAD(=90° )
= IF LBG

Din EG ||AB si BA L BC = GE L BF

Din IF L BGsi GE 1L BF = punctul E este ortocentrul triunghiului BGF =
BE L. GF = BD 1L GF

Metoda a patra. Demonstrarea perpendicularitatii a doua drepte folosind
rezultatul ca ,Dacia doud drepte sunt paralele, atunci orice dreapta

perpendiculara pe una dintre ele este perpendiculara si pe cealalta.”

P1. in triunghiul isoscel ABC (AB = AC), fie D piciorul inaltimii dusa din A pe latura BC.

Sa se demonstreze ca perpendiculara dusa din D pe latura AC este tangenta la cercul
circumscris AABD.

s i
Fig. 13
Demonstratie

Fie E punctul de intersectie al perpendicularei dusa din D pe AC si fie F centrul
cercului circumscris A ADB.



Din FA=FB si DB=DC = DF||AC. Cum din ipoteza, DE L AC = DE L FD si,

deci, DE este tangenta la cercul de centru F.

P2. Sa se demonstreze cd, daca intr-un trapez dreptunghic distanta dintre baze este medie

proportionala intre lungimile bazelor, atunci diagonalele lui sunt perpendiculare.

A .

A B {_’,’
Fig. 14
Demonstratie

Fie BC baza mare si AD baza mica, AB si DC fiind laturile neparalele.

Ducem AA ' || BD, A’ fiind intersectia cu dreapta BC = patrulaterul AA'BD este
paralelogram si, deci, AD=A"B.

Din ipotezi, avem AB’=AD-BC = AB?*=4'B-BC = AB_AB si
BC AB
X ABA’=<ABC (=90°) = AABA’~ AABC = < BAC=xAA’B.

Dar, «A’AB=<ABD (alterne interne) si cum m(<XA’AB)+m(<xA4'B)=90° =
m(<x<A4°4B)+m(<x BAC)=90° = AA'L AC.
Din 4’4|| BDsi AC L AA'= AC L BD.

Metoda a cincea. Demonstrarea perpendicularititii a doua drepte folosind

rezultatul ca ,,Daca intr-un triunghi ABC, cu M mijlocul laturii BC si

AM = % BC, atunci triunghiul ABC este dreptunghic in unghiul A.”

P1. Se dau dreptele Ox, Oy concurente in punctul O. Pe Ox se ia un punct oarecare A si pe Oy

un punct B cu OB=0A. Daca se construieste B', simetricul punctului B in raport cu O pe Oy,
sd se arate ca BA 1L AB'.
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Fig. 15

Demonstratie
in ABAB’ avem OA=%BB' si OB=0OB’ = m(« BAB’)=90° = BA L AB"

P2. Se da triunghiul isoscel ABC (AB = AC) si se prelungeste latura BA cu lungimea
AD=AB, apoi se duce dreapta DC. Sa se arate ca unghiul DCB este un unghi drept.

B

D
Fig. 16

Demonstratie

in ABCD, avem AC:AB:ADZ% = ABCD este dreptunghic in C, adica

m(< DCB)=90°.

Metoda a sasea. Demonstrarea perpendicularitatii a doua drepte folosind
rezultatul ca ,,Daca doua unghiuri sunt congruente sau suplementare si au o
pereche de laturi perpendiculare, atunci si celelalte laturi sunt

perpendiculare.”

P1. Trapezul isoscel ABCD, cu baza mare AB, are diagonalele perpendiculare, E fiind punctul

lor de intersectie si F simetricul lui A fatd de E. Sa se arate ca, dreptele BC si DF sunt
perpendiculare.

11



Fig. 17
Demonstratie
F =sim,BD = AE = EF, AE | BD = DE mediana si indltime = A ADF isoscel =
< DAF= « DFE.
Dar, <« DAF= <« DBC si atunci <« DBC= <« DFE. Cum DB L FE = BC L DB
P2. In triunghiul ABC, medianele BB' si CC' sunt perpendiculare. Fie B" si C" intersectiile lor

cu cercul circumscris triunghiului ABC. Sa se demonstreze, ca dreapta B"C" este

perpendiculard pe mediana din A.

Demonstratie
Fie G c. g. al AABC, 4’ piciorul medianei AG, M intersectia dreptelor A4 si B"C".
Patrulaterul BCB"C" este inscriptibil si avem <« CBB"= <« CC"B".
Din ABGC ( m(<«xBGC)=90 °, din ipoteza) cu G4’ mediana = << A’BG= ¥ A 'GB.
Din <« CBB"= <« CC"B" si x4’ BG=<A'GB = < A’GB=<«CC"B".
Din <« 4’GB= <« CC"B" si BG L C"C (din ipotezd) = C"B"L A'A
P3. Intr-un triunghi ABC, avand toate unghiurile ascutite, iar iniltimea AD egald cu baza BC,

se construieste pe CD, ca latura, patratul CDEF si pe BD, ca latura, patratul BDGH, ambele

12



patrate fiind situate de aceeasi parte a dreptei BC, ca si varful A. Sa se arate ca dreptele BF si

CH sunt 1naltimile prelungite ale triunghiului ABC.

A
B F
H &
Ir
B 0 i
Fig. 19

Demonstratie

Triunghiurile dreptunghice ACD si BFC sunt congruente, pentru ca: AD=BC (din
ipoteza) si DC=CF (prin constructie) = < DAC= « FBC.

Din «DAC=<«FBC si ADL1BC = BF _LAC. Analog, din congruenta
triunghiurilor dreptunghice ABD si BCH = <« BAD=<«BCH si cum AD1BC =
CH L AB.

Metoda a saptea. Demonstrarea perpendicularitatii a doua drepte folosind
rezultatul ,,Congruenta (sau asemianarea) a doua triunghiuri, dintre care, se

stie, ca unul este dreptunghic.”

Folosind aceastd metoda, trebuie sa se facd apel la un alt caz de congruenta (sau de

asemanare), in care nu trebuie s intervind unghiul ce trebuie ardtat ca este drept.

P1. Se da dreptunghiul ABCD si fie E piciorul perpendicularei dusa din A pe diagonala BD.
Se prelungeste AE cu segmentul EF=AE. Sa se arate ca BF L DF

A B
B
D \ o
4
F
Fig. 20
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Demonstratie

Triunghiurile ADF si ABF sunt isoscele (AF L BD si AE=EF). Triunghiurile ABD si
DBF sunt congruente, pentru cda AD=DF, AB=BF si BD laturd comund =
< DAB = <« BFD si cum m(< DAB)=90° = m(<« BFD)=90° = BF L DF.
P2. Fie C si C’ doua cercuri tangente in A, h tangenta comuna la C si C’ care contine pe A, M
fiind un punct al lui h, diferit de A, cercul de centru M si de raza MA taie pe C in Asi B, iar
pe C in A si B’. Sa se demonstreze ca, dreptele MB si MB' sunt, respectiv, tangente la

cercurile C si C .

Fig. 21

Demonstratie

Se deosebesc doua situatii:

a) cercurile sunt tangente exterioare;

b) cercurile sunt tangente interioare.

Rezolvam problema atunci cand cercurile sunt tangente exterioare, procedandu-se analog
si atunci cand cercurile sunt tangente interioare.

Triunghiurile OMA si OMB sunt congruente, pentru ca MA=MB (ca raze ale cercului cu
centrul in M), OA=O0B (ca raze ale cercului C de centru O) si OM este laturd comuna =
< OAM=<«x0OBM si cum m(xOAM)=90° (din ipoteza) = m(xOBM)=90° =
MB L OB Analog, se arati ca MB' LO'B".

P3. Fie M un punct pe ipotenuza BC a triunghiului dreptunghic ABC. O dreapta arbitrara dusa
prin M taie cercul ce trece prin punctele A, B si M in E si cercul ce trece prin A, Csi M in F.

Sa se arate ca, dreptele AE si AF sunt perpendiculare.

14
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Fig. 22
Demonstratie
Triunghiurile EAF si ABC sunt asemenea, pentru ca <X AEF=<ABM si

X AFE= <« ACB, ca avand aceeasi masura = < EAF=<BAC si, cum m(< BAC)=90° =
m(<x EAF)=90°= AE L AF.

Metoda a opta. Demonstrarea perpendicularititii a doud drepte folosind
definitiile ,,Paralelogramul (rombul) cu un unghi drept este un dreptunghi
(patrat).”
P1. Doua cercuri, de centre O; si Oy, sunt. tangente exterioare in punctul T. Fie T, T,
punctele de contact ale unei tangente, comune exterioare, iar A; si A, punctele diametral opuse
lui T in cercurile O; si Oy, respectiv. Sa se demonstreze ca dreptele A;T1 si A,T, sunt

perpendiculare, iar punctul lor de intersectie, M, se afld pe tangenta comuna in punctul T.

Fig. 23

Demonstratie

Din triunghiurile isoscele O:T1T si O,T,T, se obtine m(«xO,TT,) =90°—%'m(<{T101T)

s m(<:OZTT2):90°—%-m(<T202T). Cum <« T,0.T si «T,O0,T sunt suplimentare =

€ 0;TTysi < O,TT, sunt complementare = m( < T;TT2)=90°.
Dar, m(xA;TiT)=90°= MT,||TT>.

Analog, se aratd ca MT,| TT;.
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Paralelogramul MT,TT,, avand m(<«< T,TT,)=90°, este un dreptunghi si, deci,

AM L AM, M fiind situate pe tangenta comuna in punctul T.

Metoda a noua. Demonstrarea perpendicularitatii a doua drepte folosind una
din teoremele ,,a) un patrulater este inscriptibil, daca si numai daca doua
unghiuri opuse sunt suplementare; b) un patrulater este inscriptibil, daca si
numai daca, unghiul format de o latura cu o diagonala este congruent cu

unghiul format de latura opusa cu cealalta diagonala”

Fiecare dintre aceste teoreme, in rezolvarea problemei respective, va fi folosita atunci
cand unul dintre unghiurile patrulaterului, sau un unghi format de o diagonala cu o latura, are
masura de 90°.

P1. Fie AA" BB’ si CC’ bisectoarele unghiurilor unui triunghi ABC. Perpendiculara din B pe
BB' intersecteaza dreapta AA' in M. Sa se demonstreze ca MC L CC".
M

Fig. 24

Demonstratie
Fie | punctul de intersectie al bisectoarelor AA', BB' si CC’. Aratam, mai intdi, ca

patrulaterul BICM este inscriptibil.

m(<xB) N m(<rA)):

fntr-adevir, m(<AMB) =180° — m(<tAMB + <BAM ) =180° — (90° + >

_ M(«xA+<B) _180°-(180°-m(«xC) _ m(«C) _
2 2

= 90°

m(<xICB)

cum, m(<< IBM) = 90° (din ipotezd) = m(<c ICM)=90° = MC LCC".
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P2. Se da semicercul cu diametrul AB si C un punct oarecare pe acest semicerc. Se iau, apoi,
arcele BD=DE. Se uneste C cu B si cu D, iar A cu D si cu E. Dreptele AD si CB se
intersecteaza in F, iar AE si CD in G. Sa se arate ca AE L FG.

Fig. 25

Demonstratie

Cum < DCB= « EAD (au aceeasi masura, prin ipoteza arcDB=arcDE ) = patrulaterul
ACGF este inscriptibil. Deoarece m(<«<ACF)=90° este inscris intr-un semicerc —
m(<x ACF)=90° = AE 1 FG.

Il. PERPENDICULARITATE iN SPATIU. METODE DE DEMONSTRATIE

Relatia de perpendicularitate in spatiu are, ca si relatia de paralelism 1n spatiu, o sfera de
functionalitate mai complexa decat in plan.

Crucialda se dovedeste in intreprinderea de a defini conceptele de perpendicularitate (a
doua drepte, a unei drepte pe un plan, a doua plane) teorema lui Euclid la care am facut deja
referire. Dand o conditie minimalad suficientd de perpendicularitate a unei drepte incidente
unui plan pe aceasta, teorema lui Euclid are consecinte decisive privind perpendicularitatea
unei drepte pe un plan si, in acelasi timp, ofera  posibilitatea definirii relatiei de
perpendicularitate in multimea dreptelor spatiului euclidian. In acest ultim sens, drept
consecintd a teoremei lui Euclid, se poate enunta:

Metoda intai. Dreapta d este perpendiculara pe dreapta d' daca d este perpendiculara

pe un plan care contine dreapta d'.

Metoda adoua. Teorema a celor trei perpendiculare, direct sau prin consecintele ei.

Metoda a treia. Daca dreptele d si d' sunt paralele si dreapta a este perpendiculara pe

d, atunci a este perpendiculara pe d'.

17



Metoda a patra. Daca planele « si S sunt perpendiculare pe planul y si nu sunt
paralele, atunci dreapta comuna lor este perpendiculara pe planul .
Metoda a cincea. Planul « este perpendicular pe planul g daca (si numai daca)

contine o dreapta perpendiculara pe planul 5.

Metoda a sasea. Daca doua plane sunt paralele, atunci orice dreapta perpendiculara pe

unul din plane este perpendicularai si pe celalalt plan.

Metoda a saptea. Daca doua drepte sunt paralele, atunci orice plan perpendicular pe

una din drepte este perpendicular si pe cealalta dreapta.

Metoda a opta. Daca doui plane sunt perpendiculare, atunci orice dreapta continuta de

unul din ele si perpendiculari pe muchia planelor este perpendiculari pe celalalt plan.

Metoda a noua. Dacad douid plane sunt perpendiculare, atunci orice dreapta
perpendiculari pe muchia planelor, situatid in unul din plane, este perpendiculara pe

celalalt plan.

Metoda a zecea. Dacd un plan este paralel cu o dreapti perpendiculari pe alt plan,

atunci cele doua plane sunt perpendiculare.

Probleme care reflecta aceste metode
P1. Fie ABCDA’B’C’D’ cub. Aratati ca dreapta AC’ este perpendiculara pe planele (4’BD) si
(D'B'C).

Fal o
| -
. B,
A : p
N\
| ~
| -~
M,
|
f
A D
//fxl___"______ ¢
s
A B
Fig. 26



Demonstratie

Din CD'LAD si AD_LAD' rezulta AD L (AD'C"). Cum AC'c (AD'C'), rezulta
A'D 1L AC'. Analog, AC'1 BD, deunde AC'L (A'DB).

La fel, se arata ca AC'L (D'B'C) (sau, metoda a doua: se arata ca planele (A'DB) si
(D'B'C) sunt paralele si atunci rezulta concluzia).

P2. Triunghiul ABC este isoscel, AB=AC, M este mijlocul lui [BC] si AN este perpendiculara

pe planul (ABC). Aratati ca MN si BC sunt perpendiculare.
A

Fig. 26
Demonstratie

BC este perpendiculara pe AM, deoarece triunghiul este isoscel, si pe AN, deoarece AN
este perpendiculara pe planul (ABC).

In consecinta, BC este perpendiculara pe planul (ANM) si, deci, pe MN.
P3. Fie @ si S doud plane distincte, a caror intersectie este dreapta d si fie M un punct

neincident nici unuia din planele « si g. Fie M, M, , proiectiile punctului M pe planul «,

respectiv /. Aratati ca dreapta d este perpendiculara pe planul (MM,M,).

[
My

Fig. 28
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Demonstratie

Deoarece MM, L o = d_L MM, . Analog,d L MM, = d.L(MM,M,).

P4. Aratati ca pentru orice drepte necoplanare, existda o dreaptd si numai una care le
intersecteaza si care este perpendiculara pe fiecare din ele.
Demonstratie

Fie d, si d, cele doua plane necoplanare. Fie (z,) planul care contine pe d;, si este
paralel cu d,.

Existd un unic plan care contine pe d, si este perpendicular pe (7,), fie el «, si fie o,
planul care contine pe d, si este perpendicular pe d, .

Planele o, si «, un pot fi paralele ( in caz contrar, planul ¢, ar tiia planul (7;) dupd o
dreapta d, paralela cu d, si ar rezulta ca d, si d, ar fi coplanare).

Prin urmare planele o, si «, au o dreapta comund, d. Dreapta d este perpendiculara pe
fiecare din dreptele d, si d, sile intersecteaza.

Observatie. Dreapta d se numeste perpendiculara comuna a dreptelor d, si d,.

Daca A, si A, sunt punctele ei de intersectie cu d, si d,, lungimea segmentului
[ A, A,] se numeste distanta dintre dreptele d, si d, .

P5. Sa se demonstreze cd daca un tetraedru are doua perechi de muchii opuse perpendiculare,
atunci si a treia pereche este formata din drepte perpendiculare.

4

Fig. 29
Demonstratie

Fie AB L CDsiBC L AD ;saaratam ca BD 1 AC. Deducem AE 1 CD si AF 1 BC. Din
AB L CDsi AE L CD = CD L (ABE). Din AF 1 BCsi BC L AD = BC 1 (ADF).
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Planele (ABE) si (ADF) au un punct comun; atunci intersectia lor este o dreapta si fie
aceasta 44 °". Atunci, CD 1. 44°, BC 1 44" = A4’ 1 (BCD).

Deoarece 4’eBE(1FD = BE 1L DC, DF 1L BC si deci A’ este ortocentrul triunghiului
BCD. Din C4’ 1 BD, AA’ 1 (BCD), AA’ 1 BD = BD 1 (44°C) si deci BD L AC.
P6. Se da un plan « si o dreapta d oblica, fatd de planul dat, al carei punct de intersectie cu
planul este A. Din A se duc in planul « dreptele AD si AC astfel ca << BAC= <« BAD si
AD=AC. Si se arate ca dreapta care uneste un punct oarecare B, situat pe dreapta d, cu
mijlocul N al dreptei DC este perpendiculara pe DC.

i

B

Fig. 30
Demonstratie
Se observa ca triunghiurile ABD si ABC sunt congruente = ABDC este isoscel,
oricare ar fi pozifia punctului B pe dreapta datd, iar BN este mediand si indl{ime in ABCD.
P7. Fie patru puncte necoplanare A, B, C, D astfel incat AB L (BCD) si m (< CBD)=120°.
Fie M mijlocul segmentului CD. Sa se demonstreze ca AM 1 BD daca si numai daca

BC=2BD.

Fig. 31
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Demonstratie

13 13

=
Presupunem ca AM L AB si sa demonstram ca BC=2 BD. Pentru aceasta, fie N mijlocul

segmentului BC; atunci MN este linie mijlocie in ABCD si deci MN||BD. Daca BD L AM si
AB 1L (BCD) = AB LBD = BD L(ABM) = BD LBM si cum m(<«CBD)=120° =

m(< CMB)=30°. Deoarece MN||BD si BD 1 BM, atunci MN L BM.

In triunghiul BMN (m(<M=90°, m(<c NBM)=30°), avem MN:%; NB=2-MN, deci

BC=2BN=4-MN=4. B—ZD =2-BD.

(13 13

P
Presupunem cd BC = 2BD;

Sa demonstram ca BD L AM. Daca BC=2BD, avem NB:%:BDZZ- MN = in ABMN

ci NB=2 MN = m(<«xNBM)=30° si cum m(<NBD)=120° = m(<MBD)=90° si deci
BD LMB. Dar AB L(BCD) si deci AB LBD. Atunci din BD 1L MB si BD LAB
= BD L (AMB) si deci BD L AM.
P8. Fie ABCD un paralelogram cu laturile AB=10 cm, AD=6¢m si diagonala BD=8 cm. Fie P
un punct de diagonala AC astfel incat AC= 4AP. In punctul P se ridica perpendiculara PM pe
planul paralelogramului, PM=5 cm.

Sa se gaseasca :

a) lungimea diagonalei AC;

b) distanta punctului M la laturile si diagonalele paralelogramului.

Fig. 32
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Demonstratie
a) Triunghiul ADB avand laturile de 6,8 si 10 cm este dreptunghic (<c ADB=90°).
fn AAOD : AO=+/AD? + DO? ; AO=213 si AC=4/13.
b) Fie:PN L DC, (NeDC),
PR LAD, (ReAD),
PS 1 AB, (ScAB),
PT LBC, (TeBC),
PV 1L DB, (VeDB).

Se observa ca patrulaterul RDBT este dreptunghi si RT = 8 cm.
RP fiind linie mijlocie in triunghiul ADO, urmeaza ca RP=2 cm; deci PT=6 cm.

Deoarece NS L AB = NS=DD’ (inéltimea triunghiului ADB); deci NS—61—'08—% cm

Din asemanarea triunghiurilor APS si NCP obtinem : PS:g cm si PN:%Cm.

Observam ca PV= RD—%—3 cm. Din teorema celor trei perpendiculare deducem ca :
MR LAD, MS 1L AB, MN L DC, MT LBC si MV L DB; deci, avem :

d(M, AD)=MR=+MP? + RP? ; MR=+/25+4 =+/29 cm,

d(M, DC)=MN=+/MP? + PN? = \/25 s24 _ 949 —cm,

d(M, AB)=MS=/MP? + PS? = \/25 661 cm,

d(M, BC)=MT=+/MP? + PT2 =/251 36 =/61 cm,
d(M, DB) =MV=MP? +VP? =25+ 9 =34 cm,

d(M, AC)=MP=5 cm.
P9. Se considera un tetraedru VABC cu urmatoarele proprietati: ABC este un triunghi
echilateral de latura a, (ABC) L (VBC), iar planele (VAC) si (VAB) formeaza cu planul (ABC)

unghiuri de masura 60°. Si se calculeze distanta de la punctul V la planul (ABC).
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Fig. 33

Demonstratie

Fie E= prygV ; F=pr,V ; O=pr )V si deoarece (BVC) L (ABC) = OeBC.

Din VO 1 (ABC), VE LABc(ABC)=OE LAB. Deci,
m(( < VAB),(< ABC))=m(<x VEO)=60°.

Din VO 1 (ABC), VF LACc(ABC)=OF LAC =
m((<< VAC),(<c ABC))=m( < VFO)=60°.

Comparim triunghiurile VOE si VOF : VO=VO, m (<« VEO)=m(<« VF0)=60° = cele
doua triunghiuri sunt congruente si deci OE=0OF.

Compardm triunghiurile OEB si OFC: OE=OF, m(<«B)=m(«xC)=60"° =

triunghiurile sunt congruente si deci OC=0B= % :% .

In triunghiul OEB : m(<c E)=90°, m(<x B)=60°, oszg = OE=0B- sin 60°=¥.

In triunghiul VOE: m(< 0)=90°, m(< VEO)=60°, OE= % = VO=0E- tg60° = %Ta'
P10. Doua drepte d;, si d,sunt perpendiculare si congruente in punctul O. Fie M un punct

nesituat in planul (d,,d,). Distantele de la M la cele doua drepte sunt egale cu 3a, respectiv

4a, iar OM=3a+/2 . Si se afle distanta de la punctul M la planul (d,,d,).
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Fig. 34

Demonstratie

FieMA L d,, MB L d, si MN L(d,,d,).
Din MN L(d,,d,), MA L OAc(d,,d,)=NA LAO, (1).
Din MN L(d,,d,), MB LOBc(d,,d,)=NB LOB, (2).
Din (1) si (2) si AO L OB = AOBN este dreptunghi =AN=0B, AO=NB.
in AMAO, (M(<A)=90°) : AM=3a, MO=3a+/2 , AO=+/JOM? — AM? =3a,

fn AMNB, m((< N)=90°) : MB=4a, NB=AO=3a, MN=+/MB2 — NB? =a+/7 .
P11. Dandu-se cubul ABCDA’B’C’D’, sa se afle distanta de la o diagonala a cubului la o

diagonald a unei fete, cu care nu se intersecteaza.

or o

ﬂl‘

Fig. 35
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Demonstratie

Notam cu a latura cubului. Calculam distanta de la diagonala BD a fetei ABCD la
diagonala 4 'C a cubului.

Fie O centrul fetei ABCD si P proiectia lui pe 4’C. Muchia A4, fiind perpendiculara pe
planul (ABCD), este perpendiculara pe diagonala BD. Aceasta este insa perpendiculara si pe
cealalta diagonala a patratului ABCD, deci pe AC, astfel incat BD va fi perpendiculara pe
planul (44°C) = BD LOP = OP este perpendiculara comuna a dreptelor BD si

A’C = segmentul OP este distanta pe care trebuie sa o calculam.

Avem : AOPC~ AACA’ = £=£ Se obtine : OP:ﬁ.
AA AC 6
P12. Fie semidreptele Ox, Oy, Oz in spatiu care formeazi intre ele unghiuri de 60°. Fie A pe

Ox astfel incat OA = 2a. Sa se determine distantele de la A la Oy,0z, (yOz).

Fig. 36

Demonstratie

Fie AB 1L Oy, AC 1 Oz, AD 1 BCsi AH L (yOz).
fn AABO (m(<cB)=90°) : OA=2a, m(<« AOB)=60°, AB=AO- sin60°=a+/3 .
fn AACO (m<« C=90°) : OA=2a, m (<t AOC)=60°, AC=AO- sin60°=a/3 .
m (< OAC)=m(< OAB)=30° (ca unghiuri complementare) = OC=OB=a (cateta ce se

opune unghiului de 30°) si cum m(<<BOC)=60° = ABOC este echilateral cu BC=a.
Din AC=AB = A ABC isoscel si cum AD 1 BC, AD si mediana = DB=DC.

Dar, in A OBC echilateral DB=DC, OB=BC si OD=% . a\ﬁ.

in AADB (m (< D)=90°) : AD=+/AB? — BD? :aT*/l_l.
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Din constructie : AH 1 (yOz), AD 1 BCc(yOz)= HD 1 BC. Dar si OD 1BC

=0,D,H — coliniare. iIn A AOD, aplicim teorema generalizati a lui Pitagora pentru

8a? _ 2a\3

4aJ§ -

latura AD: AD®=0A?+0D?-20D-OH ; OH = .In AAHO (m(< H)=90°),

AH=+JOAZ _OH? :ﬁ.

P13. Fie ABC un triunghi dreptunghic in A si catetele b si c. In B se ridica segmentul BD=d,
perpendicular pe planul triunghiului. Notam cu M si N proiectiile punctului A pe dreptele BC
si CD, iar cu P si Q proiectiile punctului B pe AD respectiv DC. Sa se calculeze distanta dintre
planurile (BPQ) si (AMN).

D

Fig. 37

Demonstratie

Deoarece DB L (BAC),BAL AC —c(ABC)=DA 1L AC. Deoarece AB_L AC i
AC L AD= AC 1 (ADB)= AC 1L BD,AC L BP — (ABD) s cum BP L AD
= BP 1 (ACD) si deoarece BQ L CD=PQ L DC.

Din BQ_LCD si PQ L DC = CD L (BQP).

Deoarece (DBC) L (ABC) si MA 1 BC = MA L (BDC) si cum
AN L DC = MN L CD.Din CD L MN,CD L AN =CD L (AMN).

Deci, CD L (BQP),CD 1 (AMN) = (BQP) || (AMN) si deci, distanta dintre cele doua
plane este NQ.

Din constructie, rezultd ca QN = DC —DQ —NQ .

fn AABC:BC =+/AB2 + AC? =+/b? +c2.
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fn ADBC : DC =+/BD? + BC? =+/d? +h? +c?.
in ADBC, aplicim teorema catetei si astfel, BD? = DC-QD,
g2
Ja? b7 + 7
In AADC, aplicim teorema catetei si astfel, AC?> =DC-NC,
b?

QD=

NC = ——
Jo?+c?+d?
Se obtine,
oN—__ &
Jb? +c?+d?
P14. Fie tetraedrul ABCD.
a) In cazul cand tetraedrul este regulat si M este mijlocul muchiei AC, aritati ca
AC 1 (MBD).
b) In cazul cand muchiile AC, BC, CD si DA sunt congruente, iar M si N sunt

mijloacele muchiilor AC si BD, demonstrati ca MN L AC si MN L BD.

Fig. 38

Demonstratie
a) Tetraedrul fiind regulat, rezulta ca fetele Iui sunt triunghiuri echilaterale si atunci, in

AADC,DM este mediand si deci si iniltime, adici DM L AC. In ABAC,BM este mediani
si deci si 1ndltime, adica BM L AC . Din DM 1. AC si BM L AC = AC 1 (BDM).
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b) In ABAD, AB = AD, N mijlocul lui BD = AN L BD.

in ABCD, BC =DC, N mijlocul luiBD = CN L. BD.Din AN L BD si CN L BD =
BD L (ANC).

Dar, AABD =ABCD = AN = NC = AANC isoscel si MN mediana corespunzatoare
bazei , deci si Tndltime = MN L AC.

In AADC,DM L AC,DM fiind si mediana corespunzitoare bazei triunghiului isoscel
ADC.

in AABC, AB =BC, BM mediani, deci BM L AC. Din DM L AC si BM L AC
= AC 1 (BDM). Dar, ABDM este isoscel (DM=MB) si atunci MN fiind mediana este si
inaltime = MN L BD.
P15. Fie punctele A, B, C si D necoplanare astfel incit AD=BD=CD. Fie M, N si P mijloacele

segmentelor AB, BC si AC. Stiind cd DM si DP sunt perpendiculare, sa se arate ca
DN L (DMP).

Fig. 39

Demonstratie

Fie E = prys,D. Deoarece AD=BD=CD =punctul E se afld la intersectia
mediatoarelor AABC si cum M, N si P mijloacele segmentelor AB, BC si AC = EM L AB,
EN 1L BC,EP L AC.

Din N si P mijloacele segmentelor BC si AC = NP linie mijlocie = NP || AB.

Dar, EM LAB=EM =PN si cum DF L(ABC)>PN= PN L(DEM)=
PN L MD.

Din DM L DP si DM L PN =DM 1 (DPN)= DM L PN.
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Din DM L PNsi DM LDN (1)
Din M si P mijloacele segmentelor AB si AC = MP linie mijlocie = MP||BC.

Dar, EN L BC sideci EN L MP.Cum DE L (ABC)>MP = DE L MP.
Din EN L MP si DE L MP = MP L (DEN)=MP L DN (2)
Din (1) si (2) = DN L (DMP).
P16. Intr-un cub ABCDEFGH se noteaza cu P mijlocul laturii AB si cu Q punctul de

intersectie dintre dreptele BG si CF. Sa se arate ca dreapta HQ este perpendiculara pe planul

(CFP), iar AG este paralela cu acest plan.

5 C
P _,d-—l"\—\___dd_._‘_;._ J___..-’
b
A 4 __//
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Fig. 40

Demonstratie

Notam cu a latura cubului, atunci FH =CH = aﬁ si in triunghiul isoscel HCF,
mediana HQ este si inaltime = HQ L CF.

In AHQG dreptunghic = cf. teoremei lui Pitagora ci HQ = \HG? + GQ? = # :

In APFC echilateral, PQ este mediani, deci si iniltime = PQ = a—23

in AAPH dreptunghic = conform teoremei lui Pitagora ca HP =+ HA? + PA” = B?a .

Dar, HQ? + PQ? = HP? = HQ L PQ = HQ L (CFP).
In AABG, PQ este linie mijlocie = PQ|| AG = AG || (CFP).
P17. Fie patrulaterul stramb ABCD astfel incait AB=BC=CD=DA. Fie H proiectia lui A pe

planul (BCD), iar M si N mijloacele segmentelor BC si AH. Sa se demonstreze ca

DN L (BCP), unde {P}=MNAD.
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Fig. 41

Demonstratie
Din AB=BC=CD=DAsi AH 1 (BCD)= H este centrul cercului circumscris ABCD.

(AAHB = AAHC = AAHD, m(<H) = 90°, AH = AH, AB = AC = AD, HB = HC = HD).

Daci AB—a BH = 2.2Y3 _a3
3 2 3
2 2
fn AAHB(M(<H) = 90°), AH =/AB? — BH? :\/az_Sg =\/6;l - a‘f.
AH=HN= AH a6
2 6
2 2y A2
BN mediana in AAHB = BN =J2(AB +BE )~ AH =%\/ 2(a’ Bi)—Gi=
18 2 a\/_

6

Din AAHB = AAHD = AAHC => BN = NC = DN :#.

. a’> a?

In ABND, BN? + DN? :?+? =a’ = BD® = ABND este dreptunghic in N =
BN L ND.

Analog, dem. ca CN L ND = ND L (BCN) si cum NB,NC < (BCN) = (BCP)
— ND L (BCP).

P18. Fie a un plan, d o dreaptd in «a si A un punct exterior lui «. Din A se duce
perpendiculara AB pe d(Bed), iar prin B perpendiculara d' pe d, situata in «. Se ia pe d'

punctul C astfel incdit <«ABC sia fie un unghi ascutit si (BC)=(AB). Din C se duce
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perpendiculara CC' pe AB (C'e AB) si se ia pe (CB) punctul D astfel incat CD = AC'. Sa se

arate ca dreapta AD este perpendiculara pe planul « .

Fig. 42

Demonstratie

Din AB =BC = <«BAC =<«ACB si cum (AC") =(CD) si (AC)=(AC)=>
AACC'=ACAD = <«CDA=<AC'C= AD L BC.

Dar AB1dsiBD1ld=AD l«.
P19. Dintr-un punct exterior A unui plan « se duc pe planul «, perpendiculara OA si
oblicele AB si AC (O,B,C e« necoliniare). Fie H,H" ortocentrele triunghiurilor ABC si
OBC. Sa se arate ca HH ' este perpendiculara pe planul (ABC).

Demonstratie
Fie OM L BC=H'eOM .
Din AO L «,0OM L BC,BCca=AM 1 BC,He AM.

Cum H'eOM si H e AM = HH ' (AOM).
Avem BC 1 OM,BC L AM =>BC L (AOM) si cum HH'< (AOM)=>BC L HH".

Fie CHNAB={P} si CHOB={Q!.
Cum AO L& si COca= AO L CQ. Dar, CQ L OB si CQ L (AOB)=>CQ L AB.
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Din AB L CQ si AB LCP = AB L (CQP). Dar, HH ' (CQP)=> AB L HH'.

Din HH' L BC si HH' L AB=HH"' 1 (ABC).
P20. in cubul ABCDA'B'C'D" se considerda M, N, P si Q centrele fetelor BCC'B', ABB'A',
ADD'A' si A'B'C'D". Sa se demonstreze ca planele (PMQ) si (PMN) sunt perpendiculare.

C_\'f

Fig. 44

Demonstratie

Planul (PMQ) este paralel cu planul (ABB'A") deoarece QM || A'B si PQ|| AB".

Planul (PMN) este paralel cu planul (ABCD) deoarece PN ||BD si MN || AC.

Cum planele (ABCD) si (ABB'A") sunt perpendiculare, rezulta perpendicularitatea
planelor (PMQ) si (PMN).
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