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I. PARALELISM IN PLAN. METODE DE DEMONSTRATIE

Sunt numeroase probleme de geometrie pland, in care se cere sd se arate ca, anumite
drepte sunt paralele, sau in care, pentru obtinerea rezultatului, in prealabil, trebuie aratat ca
doua drepte sunt paralele.

Pentru rezolvarea acestui tip de probleme, rezolvitorul trebuie sa fie familiarizat cu
notiunea de paralelism, cu axioma paralelelor. El trebuie sa stie ca, existenta paralelelor este
asigurata de teorema ,,pentru orice dreaptda a si orice punct P ¢ a, exista o dreapta b, astfel

incat allb”, dar unicitatea paralelei este asiguratd de axioma paralelelor. De asemenea,

trebuie sa aiba bune deprinderi de a utiliza cunostinte referitoare la: unghiurile cu laturile
respectiv paralele, teorema Ilui Thales, linia mijlocie a triunghiului si linia mijlocie a
trapezului, definitia si proprietatile paralelogramului si paralelogramelor particulare, etc.

In continuare, voi prezenta unele metode de rezolvare, pentru aceste tipuri de
probleme, fiind insotite de cateva probleme care sa permitd o cdt mai buna intelegere a

acestora.

Metoda 1. Demonstrarea paralelismului folosind rezultatul (teorema) ca ,,Daci
doua drepte tidiate de o secanta formeaza perechi de unghiuri congruente —
alterne interne sau externe, corespondente, suplimentare, interne de aceeasi
parte a secantei sau externe de aceeasi parte a secantei, atunci cele doui drepte
sunt paralele.”
P1. Intr-un paralelogram ABCD, bisectoarele unghiurilor aliturate si D se intersecteazi in
punctul M. Sa se demonstreze ca, mediana MN a triunghiului MAD este paralela cu laturile AB

si DC ale paralelogramului.




Demonstratie
Avem AN = ND. Triunghiul AMD este dreptunghic in M iar A MND este isoscel =
<NDM = < NMD =< MDC = MN | CD.

P2. Fie triunghiul ABC si B' piciorul perpendicularei dusa din B pe bisectoarea unghiului

X BAC. Sa se arate ca, B' se afld pe dreapta ce uneste mijloacele laturilor AB si BC.

B A C
Fig. 2
Demonstratie

Fie [AE bisectoarea <t BAC = <« A;= <A,

Fie BB' L AE si C' mijlocul lui AB. In triunghiul dreptunghic AB'B, prin ipoteza, B'C' este
mediana corespunzatoare ipotenuzei, adica B'C' = AC'. Rezulta ca «<B'; = < A=< A; si,
prin urmare, B'C' || AC. Cum C' este mijlocul lui AB, urmeaza ca B' se afla pe linia mijlociei a
AABC.

P3. Se da patrulaterul inscriptibil ABCD si se duc perpendicularele AA' si BB' pe diagonalele

BD si AC. Sa se demonstreze ca dreapta A'B' este paralela cu latura CD.

A
Fig. 3

Demonstratie
Patrulaterul AA'B'B este inscriptibil, deoarece << AA'B = «<BB'A = < AB'A'=<xABD
sicum < ABD =< ACD = <« AB'A’ =< ACD = dreptele A'B' si CD, taiate de secanta AC

formeaza unghiuri corespondente congruente = A'B' ||CD.



P4. Se duce in AABC o antiparalela DE la latura BC. Sa se demonstreze ca, simetrica lui DE

fata de bisectoarea unghiului A este paralela cu latura BC. (Doua drepte concurente d; si d; se

numesc antiparalele fatd de alte doud drepte concurente d, si d,, daca in patrulaterul pe care

il formeaza, unghiurile opuse sunt suplementare).

Fig. 4

Demonstratie

Fie D pe AB, iar E pe AC. Simetricul D' al lui D se afla pe AC, iar simetricul E' al lui E
se afla pe AB. Se aratd ca AADE = AAD'E ', de unde rezultd cd << AE'D' = <t AED si, cum
X AED = <« ABC, din definitia antiparalelei, urmeaza ca < AE'D' =<« ABC, de unde
urmeaza ca D'E'||BC.
P5. Pe diagonala AC a paralelogramului ABCD se ia un punct oarecare O. Paralela prin O la
latura BC taie laturile AB si CD, respectiv in M si N, iar paralela prin O la latura AB taie
laturile BC si AD, respctiv in P si Q. Sa se demonstreze ca, dreptele MQ si NP sunt paralele.

Fil \\N 54

{ e 4
A M B
Fig. 5
Demonstratie
OM OA

AM|ICN = AAOM~ACON= jar din  AOQA~AOPC=

oN “oc’
0Q_oA_  OM_0Q

OP OC ON OP
< MQO = <« NPO. Prin urmare, MQ||NP.

si  cum <«<MOQ=<«<NOP= AMOQ~ANOP =

P6. Se da triunghiul ABC inscris in cercul de centru O. Din varfurile B si C se duc inaltimile
BM si CN. Sa se demonstreze ca, tangenta in A la cerc este paralela cu dreapta MN.
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Demonstratie

Fie AT tangenta in punctul A la cercul de centru O, circumscris AABC si fie MN dreapta
care uneste picioarele perpendicularelor duse din varfurile B si C pe laturile opuse.

Patrulaterul BCMN  este inscriptibil, pentru c¢i <BMC=<CNB=90’=
<BCM= <« MNA. Cum <« BCM= « BAT, «MNA=<«NTA (alt. int.) si, deci, AT||MN.

P7. Fie cercurile de centru O si O, secante in A si B, de razei R si R". Prin punctele A si B se
duc doud secante paralele, CAD si EBF, care intersecteaza cele doua cercuri, respectiv in

punctele C, D si E, F. Sa se demonstreze ca, patrulterul CDFE este paralelogram.

Fig. 7

Demonstratie

Se observa ca < ECA= <« CAB, avand aceeasi masura.(Se tine seama ca CD||EF). Din
figura alaturatd, avem ca < CAB+<«BAD=/80° si cum < ECA=<«CAB, avem
< ECA+ <« BAD= /80°. Analog, se arata cd <t ADF= <« BAD.

Din < ECA+<«BAD=1/80°si <« ADF= <« BAD= <« ECA+<xADF=180°.

Dar, C, A si D sunt coliniare = CE|DF.

Deoarece, din ipoteza, CD|EF si cum CE|DF = patrulaterul CDFE este

paralelogram.



P8. Pe diagonala BD a patratului ABCD se ia un punct P, prin care se duce o dreapta arbitrara
care taie laturile opuse AB si CD in punctele M, respectiv N. Perpendiculara in P pe dreapta
MN, taie laturile opuse AD si BC, respectiv in Q si R. Sa se arate ca, patrulaterul MQNR este

D N/ oy

un trapez isoscel.

Fig. 8
Demonstratie
Patrulaterele DNPQ si MPRB sunt inscriptibile de unde rezulta, tindnd seama ca
diagonalele patratului sunt bisectoare pentru unghiurile lui, ca < NQP = < QNP=45°si , deci,
APQN este isoscel, cu PQ=PN.
Analog, se arata ca APMR este isoscel, cu PM=PR.

Cum < NQP=<«PRM i Q, P si R sunt coliniare =MR||QN si , deci, patrulaterul este un
trapez. Din PN=QN si PR=PM = MQNR este trapez isoscel.
P9. Fie ABCD un paralelogram si | punctul de intersectie in care cercul circumscris

triunghiului ABC intersecteaza pe BD. Daca E si F sunt punctele de intersectie ale dreptelor
Al si CD, respectiv Cl si AD, sa se arate ca EF| AC.

s E T
Ce
£
A\/E
Fig. 9



Demonstratie

Avem < EIF= <« CIA (opuse la varf).

Patrulaterul ABCI este inscriptibil, deci <« ABC+< AIC=180° si , cum < AIC=<«EIF =
< EDF+ <« EIF=180°= ca patrulaterul EDFI este inscriptibil. De aici, avem ca

< FDI=«FEIl si , cum <« FDI=<«DBC, iar « DBC= <« IAC= <« FEA= <« CAE (S-a tinut
seama ca punctele B, I, D; E, I, Asi C, I, A sunt coliniare).
Din « FEA= < EAC= EF|AC.

Metoda a doua. Demonstrarea paralelismului folosind reciproca teoremei lui
Thales

P1. Fie triunghiul oarecare ABC, bisectoarele unghiurilor formate de mediana AM ( M €BC)

cu latura BC, intersecteaza pe AB in P si pe AC in Q. Sa se arate ca PQ||BC.

A
P/\Q
T,
/
x\\f
B M

Fig. 10

Demonstratie

Fie M mijlocul lui BC = BM=MC. Din teorema bisectoare aplicata triunghiurilor

AMB si AMC (cu MB si MQ bisectoare) :ﬂ=% i AM —%. Prin urmare,

1] —— =
MBE PB ° MC QC

PA :% si . conform reciprocei teoremei lui Thales = PQ || BC.

PB QC

P2. Fie patrulaterul ABCD. Paralela prin B la latura AD intersecteaza diagonala AC in E, iar

paralela prin A la latura BC intersecteaza diagonala BD in F. Sa se arate ca EF||CD.



bt
Fig. 11
Demonstratie

Fie O punctul de intersectie al diagonalelor AC si BD.

Din AF||BC= ABOC~AFOA= %:%, iar din AAOD~AEOB = A0 _0OD

OE OB’

Cum AO-OB=0C-OF=0OE-OD = OE _ % si , conform reciprocei teoremei lui

oC
Thales, urmeaza ca EF||CD.

P3. Fie paralelogramul ABCD. Pe diagonala BD se ia un punct M. Paralelele duse prin M la

laturile AB si BC intersecteaza laturile AD, DC, respectiv in N si P. Sa se arate ca NP || AC.

Demonstratie

Cum MN| AB :%:%JarMp”BC:DMzDP DN DP

= =
MB NA MB PC NA PC

— NP||AC.

P4. Fie AABC si punctele M si N, pe laturile AB si AC astfel incat MA=2MB, iar 3SMC=5EC,
unde E este punctul de intersectie al dreptelor BN si CM. Sa se arate ca MN||BC.



F
AL A
)
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Fig. 13
Demonstratie
Ducem MP| BN, cu PeAC = m=£ si , cum m:2:> ﬂ:2
MB PN MB PN
PA+PN o AN _,
PN PN
Din EN|PM = pC _MC si cum MC_S5_,PC_5_ CP-NC :5_3,adicé
NC EC EC 3 NC 3 NC
PN_2 AN o oum MA_p o AN _AM _ngee,
NC 3 NC MB NC MB

P5. Intr-un patrulater convex ABCD, se ia pe latura AB un punct E. Prin E se duce o paraleld
la latura CD, care taie diagonala BD in M. Prin D se duce o paralela la AB, care taie dreapta

EC in N. Sa se arate cd MN este paraleld cu BC.

Fig. 15

Demonstratie
Notam cu P intersectia dreptelor BD si CE. Din perechile de triunghiuri EPM, CPD si
EPB, NPD =
PM

PE
T
PD PC()



L

PD PN

Din (1) si (2) = PM.PC=PB-PN sau - _ PN
PB  PC

P6. Daci paralela la AB prin intersectia O a diagonalelor patrulaterului convex ABCD taie pe
AD in E, iar pe BC in F, astfel incat EO=OF, atunci AB|CD.

— MN| BC.

. C
EVO\F
A B
Fig. 15
Demonstratie
EO DO

in AABD, EO||AB si deci, — = — (1)
AB DB

in AABC, OF||AB si deci, OF _o¢ 2
AB AC

Din (1) si (2) si din relatia OE=O0F, avem B—gz% jar <« DOC=<«AOC

— CD||AB.

Metoda a treia. Demonstrarea paralelismului a douii drepte folosind linia

mijlocie a unui triunghi si a unui trapez

P1. Prin varful B al unui triunghi ABC se duce o dreapta care intalneste in M mediana AA'.
Paralela prin M la AB taie pe BC in P, iar AP pe BM in N. Sa se arate cd, A'N este paralela
cu AC.

N
B P oA C

Fig. 16
Demonstratie
Dreptele A'N si AB se intersecteaza in N'. Dreapta A'N uneste punctul de intersectie al
diagonalelor trapezului AMPB cu punctul de intersectie al laturilor neparalele ale acestuia si,
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deci, ea trece prin mijloacele bazelor AB si MP. Prin urmare, N' este mijlocul laturii AB si
rezulta ca A'N || AC.

P2. Pe laturile patrulaterului convex ABCD se considera punctele M, N, P si Q mijloacele
segmentelor AB, BC, CD si DA. Sa se arate ca patrulaterul MNPQ este paralelogram.

A ¢ n

C
Fig. 17

Demonstratie

Din AABC, cu MN linie mijlocie = MN||AC, iar din AACD, cu PQ linie mijlocie =
PQ|/AC. Din MN||AC si PQ||/AC = MN|PQ.

Analog, se arata ca PN|MQ si din MN|PQ= ca patrulaterul MNPQ este
paralelogram.
P3. Fie patrulaterul convex ABCD inscris in cercul de centru O. Sa se demonstreze ca,

simetricele centrului cercului fata de laturile patrulaterului sunt varfurile unui paralelogram.

Demonstratie
Fie M, N, P si Q simetricele lui O fata de AB, AD, DC si respectiv BC, iar A", B', C'si D'
mijloacele laturilor DC, BC, AB si AD. Din AABD, cu C'D’ linie mijlocie = C'D"||BD, iar
din ABDC, cu A 'B' linie mijlocie =A'B"||BD prin urmare, A'B"'||C'D".
11



Asemanitor, C'D'|[MN si A'B'|[PQ = MN||PQ.

Analog, se aratd ca NP||MQ = M, N, P si Q sunt varfurile unui paralelogram.

Metoda a patra. Demonstrarea paralelismului a doua drepte folosind una din-
tre teoremele: a) un patrulater convex este paralelogram, daca laturile opuse
sunt congruente; b) un patrulater convex este paralelogram, daca doui laturi
opuse sunt congruente si paralele; c) un patrulater convex este paralelogram,
daca diagonalele sale se injumatitesc; d) daca intr-un patrulater convex

unghiurile opuse sunt congruente, atunci patrulaterul este un paralelogram

P1. Pe laturile unui paralelogram ca baze, se construiesc in afara triunghiuri echilaterale. Sa se
arate ca, varfurile acestor triunghiuri, diferite de varfurile paralelogramului sunt varfurile unui

paralelogram.

Fig. 19

Demonstratie

Fie paralelogramul ABCD si fie triunghiurile echilaterale, construite in exterior: AABM,
ABCN, ACDP si AADQ.

Din congruenta ABMN si ADPQ respectiv. AAQM si ACNP (cazul de congruenta:
latura, unghi, latura) = MN=PQ si MQ=NP.

Prin urmare, patrulaterul MNPQ este paralelogram (laturile opuse sunt congruente).
P2. Intr-un paralelogram ABCD, bisectoarea unghiului A taie latura CD in punctul M, iar
bisectoarea unghiului C taie latura AB in punctul N. Sa se arate ca, patrulaterele AMCN si
BMDN sunt paralelograme.

12



A N B
Fig. 20

Demonstratie

<LMAN=<MCN (jumatati de unghiuri congruente). Din triunghiurile ADM si BNC
= <AMD= <BNC (tinand scama ca patrulaterul ABCD este paralelogram si ca AM si CN
sunt bisectoare ale unghiurilor BAD si BCD). Prin urmare, < AMC= < ANC, ca avand acelasi
suplement; cum s-a obtinut ca unghiurile opuse sunt congruente, rezulta ca patrulaterul AMCN
este paralelogram. Analog, se arata ca patrulaterul BMDN este paralelogram.
P3. Medianele BE si CF ale AABC se intersecteaza in punctul G. Dacd M si N sunt
mijloacele segmentelor BG, respectiv GC, sa se¢ arate ca patrulaterul FMNE este un

paralelogram.

Fig. 21

Demonstratie

Cum se stie, punctul de concurenta al medianelor este situat la % de baza si % de varful

triunghiului. Prin urmare, conform ipotezei = GF =GN si GM = GE. Deci, in patrulaterul
FMNE diagonalele se injumatatesc, de unde rezulta ca este un paralelogram.
P4. In patrulaterul convex ABCD, E este mijlocul laturii AB si F mijlocul laturii CD. Si se

demonstreze ca, mijloacele segmentelor AF, CE, BF si DE sunt varfurile unui paralelogram.

13



Fig. 22

Demonstratie
Fie M mijlocul lui AF, N mijlocul lui CE, P mijlocul lui BF, Q mijlocul lui DE si O
mijlocul lui EF.

MP linie mijlocie in AABF = MP =% =AE =EB (1)

MO linie mijlocie in AAFE = MO = % @)

OP linie mijlocie in ABFE = OP = E—ZB 3)

Din (1), (2) si (3) MO=0P (punctele M, O si P sunt coliniare).
Analog, se aratd ca QO=0N (punctele Q, O si N sunt coliniare).

Cum 1in patrulaterul MNPQ diagonalele se injumatatesc = acesta este paralelogram.

P5. Intr-un patrulater convex ABCD, se noteazi cu M si N mijloacele laturilor BC, respectiv

. BP

2
i — = —, sa se demonstreze
PN 3

CD, si cu P intersectia dreptelor AM si BN. Stiind ca % =43

ca ABCD este paralelogram.
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Demonstratie

Fie G intersectia dreptelor BN si DM = dreapta CG intersecteaza diagonala BD in
mijlocul sau. Atunci, QM (fiind linie mijlocie In ABCD), este paralela cu CD. Fie R,
intersectia dreptelor QM si BN = R este mijlocul lui QM si al lui BN.

. BP 2 BP 2 BP 4 BP . AP AP _BP
Din —=-=S —=—-o —=—-= —=45idin —=4 = —=—=
PN 3 BN 5 BR 5 PR PM PM PR
0 _S\FA’ :% si cum < APB=<MPR = AAPB~ AMPR = RM| AB.

Dar, RM||CD si , atunci, AB||CD.

Deoarece CD=4RM si din AAPB~ AMPR = AB=4RM = CD=AB.
Din AB||CD si CD=AB = ABCD paralelogram.

Metoda a cincea. Demonstrarea paralelismului a doua drepte folosind

rezultatul ca ,,Daca doua drepte sunt perpendiculare pe o aceeasi dreapta,

atunci sunt paralele intre ele.”

P1. Intr-un cerc se considerd o coarddi AB, care este laturd a patratului ABCD, situat 1n
interiorul cercului. Dreptele BC si BD intersecteaza cercul in F, respectiv L. Fie M mijlocul
segmentului CF. Sa se demonstreze ca LM | AB.

A\_//B
Fig. 24

Demonstratie

Cum AB L BC, pentru a arata ca LM| AB este suficient sa se arate ca LM L FB. Deoarece

FM=MC, aceasta revine la a arata ca ALCF este isoscel cu LC=LF. Fie Q punctul de
intersectie al diagonalelor patratului. In AALC, LQ este mediana si iniltime. Prin urmare,

LA=LC. Cum <« ABL= <« LBF (=45°) = arcAL=arcLF = LA=LF. Din LA=LC i LA=LF

15



— LC=LF = ALFC isoscel si cum LM mediana = LM L FB, impreuna cu relatia

AB | FB = LM|AB.
P2. In AABC, cu unghiul drept in varful A, se duce iniltimea AD si se considerd un punct F
pe segmentul AD. Perpendiculara in F pe FC intersecteaza pe AB in G. Paralela prin A la FG

intersecteaza pe BC in H. Sa se arate ca, patrulaterul AGFH este paralelogram.

oy

Fig. 25

Demonstratie
Din ipotezi, CF L AH (GF||AH). In AACH, cum AD LCHsi CF LAH =

HF L AC.
Din AB L AC si HF L AC = HF|GA.
Din HF||GA si AH||GF = patrulaterul AGFH este paralelogram.

Metoda a sasea. Demonstrarea paralelismului a doua drepte folosind

»Asemianarea triunghiurilor, care au cate un unghi congruent cuprins intre
laturi respectiv proportionale.”
P1. Fie triunghiul oarecare ABC, in care se duce mediana AA'. Se considera un punct oarecare
N, al medianei AA' si se noteaza cu D si E punctele de intersectie ale dreptelor CN si BN cu

laturile AB, respectiv AC. Sa se demonstreze ca DE este paralela cu BC.

A

Ar

Fig. 26
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Demonstratie

Prin punctele B si C se duc BP||DC si CP||BE.

Din AANE~ AAPC = EN _ AN g
PC AP
Din AADN~ AABP = %:ﬂ (2)
BP AP
. . EN DN . . ) L.
Din 1) si (2) = EZE si cum <« BPC= <« DNE (prin constructie: unghiuri cu

laturile paralele si de acelasi fel) = ADNE~ ABPC si , avand cate doua laturi paralele,
avem DE||BC.

P2. Fie paralelogramul oarecare ABCD. O dreaptd oarecare dusa prin varful B intersecteaza
laturile DA si DC in punctele M, respectiv N, insa prin varful D se duce o a doua dreapta

arbitrara care intersecteaza pe AB in P si BC 1n Q. Sa se arate ca NQ || MP.

Fig. 27

Demonstratie

Deoarece ANCQ ~ APAM, pentru ci au CQ [|AM, NC ||AB si < NCQ= <« PAM =
NQ | MP.

Metoda a saptea. Demonstrarea paralelismului a doua drepte folosind rezultatul
ci ,,Daca doud puncte sunt egal departate de doua drepte date, paralele intre ele,

atunci dreapta determinata de cele doud puncte este paralela cu dreptele date.”

P1. Se da trapezul ABCD, baza mica fiind AB, iar baza mare C D . Bisectoarele unghiurilor A
si D se taie in Iy, iar bisectoarele unghiurilor B si C se taie in ;. Sa se arate ca dreapta I;l,

este paraleld cu bazele trapezului.

17



Fig. 28
Demonstratie
Punctul I, este egal departat de cele doud baze si de latura AD, fiind intersectia celor

doua bisectoare. Analog, pentru punctul l,. Prin urmare, I11,||AB||CD.

Il. PARALELISM iN SPATIU. METODE DE DEMONSTRATIE

In geometria planului, relatia de paralelism priveste multimea dreptelor din plan si
admitdnd cad o dreaptd este paraleld cu ea insdsi, relagia de paralelism este o relatie de
echivalentd. In geometria spatiului, relatia de paralelism are o sfera de functionalitate mai
bogata: aici vorbim despre drepte paralele, dreapti paraleld cu un plan (sau plan paralel cu
o dreaptd), plane paralele.

Relatia de paralelism este o relatie de echivalentd in multimea dreptelor din spatiu, dupa
cum relatia de paralelism in mulfimea planelor este o relatie de echivalentd (acceptand ca
orice plan este paralel cu el insusi ), dar sunt false afirmatiile:

a) dacd doud drepte sunt paralele cu un plan, atunci ele sunt paralele intre ele;

b) dacd doua plane sunt paralele cu o dreaptd, atunci ele sunt paralele intre ele.

In consecinta, dispunem de metode si tehnici de demonstrare a paralelismului unei drepte

cu un plan si a paralelismului a doua plane.

Metoda intdi. Dreapta a este paralela cu planul o daca si numai daca exista o

dreapta b continuta in planul « care este paraleli cu a.

Metoda a doua. (privind paralelismul a doua plane) Planele distincte o si g sunt

paralele daci si numai daci exista dreptele a si a' distincte si concurente in planul «

si dreptele b si b* distincte si concurente in planul £ astfel incat a este paralela cu b

si a' este paralela cu b'.
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Metoda a treia. Daca o dreapta d este paralela cu un plan «, atunci orice plan care

contine pe d intersecteaza planul « dupi o dreapta d' paraleli cu dreapta d.

Metoda a patra. Daca o dreapta este paralela cu doua plane secante, atunci ea este

paralela cu dreapta lor de intersectie.

Metoda a cincea. Daci planul « este paralel cu dreapta de intersectie a planelor £ si

y,atunci « intersecteaza pe S si y dupa drepte paralele.

Metoda a sasea. Intersectiile a doui plane paralele cu un al treilea plan sunt drepte

paralele.
Metoda a saptea. Doui drepte perpendiculare pe un plan sunt paralele intre ele.
Metoda a opta. Doua plane perpendiculare pe aceeasi dreapta sunt

paralele intre ele.

Probleme care reflecta aceste metode

P1. Fie [ABCDA'B'C'D"] un cub. Aritati ca planele (A'BD) si (B'CD’) sunt paralele.

Fig. 29

Demonstratie

Dreptele BD si B'D' sunt paralele, deoarece, cum rezultd din definitia cubului,
patrulaterul BDB'D' este un dreptunghi. La fel, dreptele A'B si D'C sunt paralele. Afirmatia

rezulta din suficienta exprimata in metoda a doua.
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P2. Fie intr-o piramida oarecare [SAA,...A | cu varful S baza poligonul [AA,...A,], dreapta
care contine mijloacele a doud muchii [SA] si [SAJ} este paraleld cu planul bazei. Aratati ca
mijloacele tuturor muchiilor [SA], i =1, 2,..., n sunt situate intr-un plan care este paralel cu
planul bazei.
Demonstratie

Fie Mi si M; mijloacele muchiilor [SA] si [SA;|. Atunci [M;M | este linia
mijlocie in triunghiul SA/A; = dreapta [MiMj] este paralela cu dreapta [AAJ.]. Utilizand
suficienta exprimata in metoda intai, deducem ca [MiM j] este paralela cu planul bazei. Din
acest rezultat, folosind rezultatul exprimat in metoda intéi, rezulta ca planul (M,M,M,) este

paralel cu planul (AA,A;), adicd cu planul bazei. La fel, planul (M,M,M;) pentru fiecare

j =4,n este paralel cu planul bazei = aceste plane coincid.

P3. Fie tetraedrul ABCD oarecare in care M N, P si Q sunt mijloacele muchiilor AD, AB,
BC si CD. Aratati ca punctele M N, P si Q sunt coplanare si ca planul (MNPQ) este paralel
cu dreptele AC si BD.

N M
LD,
p 470

C
Fig. 30

Demonstratie

MN este linie mijlocie in AABD, deci dreapta MN||BD. PQ este linie mijlocie in
ABCD, deci PQ|BD = MN|PQ, ceea ce implica coplanaritatea punctelor M N, P si Q.
Deoarece MN| BD = planul (MNPQ)|/BD.
P4. Fie piramida SABCD cu varful S si baza paralelogramul ABCD cu centrul O. Determinati

sectiunea realizatd in piramida de planul care contine mijloacele segmentelor AB, AD si

SO.
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Demonstratie

Notam prin M, N si T mijloacele segmentelor AB, AD si SO.Planul (MNT)|BD
deoarece contine dreapta MN|[BD = (MNT) intersecteaza planul (SBD) dupa o dreapta
paralela cu BD. Aceasta dreapta trece prin T, deci contine mijloacele muchiilor SD si SB si, fie
acestea P si R.

Fie U mijlocul segmentului MN. Planul (MNT) intersecteazd planul (SAC) dupa
dreapta TU, care intersecteaza muchia SC intr-un punct Q a carui pozitie se poate preciza

utilizand teorema lui Menelaus:

UC QS TO
prin conditia CQ=3QS. Asadar, planul (MNT) sectioneaza piramida dupa pentagonul MNPQR
ale carui varfuri au fost precizate mai sus.
P5. Fie un unghi AOB, cu (OA)=(OB) si bisectoarea sa (OC. Sa se arate ca proiectia

unghiului AOB, pe un plan paralel cu OC, are bisectoarea O,C; paralela cu OC unde, O; si Cy

sunt proiectiile pe plan ale punctelor O si C.
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Fig. 32

Demonstratie

Fie A; si By proiectiile lui A si B pe planul «, paralel cu OC. Triunghiul ACB, fiind
isoscel = m(«xOCA) =m(«xOCB)=90°, AC=AB si <« OCA are latura OC paralela cu
planul &« = < 0;C;A; este tot unghi drept.

Cum AC=CB = A;C;=C;B;, pentru ci AA;| BBy CCs.

AO,C,A = A0, B, (dreptunghice) = (O1C; bisectoarea < A;01B;.
P6. In trapezul ABCD, AB nu este bazi, dar este o coardi in cercul de centru O. Fie E si F
punctele diametral opuse punctelor A si , respectiv B, iar M € (AED)((CFB), M ¢ (EFB)

Sa se arate ca OM este paralela cu linia mijlocie a trapezului ABCD.

D
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Demonstratie

In trapezul ABCD, BC||AD; in centru O, AE(BF ={O}, AE c(ADE),BF c(BCF)
= Oe(ADE)(\(BCF) si din ipoteza M <(ADE)((BCF), iar ADc(ADE) si
BC < (BCF). Deci, cele doud plane (ADE) si (BCF) au punctele comune O si M =
(ADE)((BCF)=0OM..

Prin urmare, cele doua plane concurente dupa OM contin dreptele AD si BC paralele =

OM|AD||BC. Dar, din trapez linia mijlocie este paralela cu bazele trapezului si , atunci, OM

este si ea paraleld cu linia mijlocie a trapezului.

P7. Se dau trei plane paralele «, 3,y si punctele A si B in planul «, iar C si D in planul .
Dreptele AC, BC, BD, AD taie planul y in punctele E F, G si H. Sa se arate ca patrulaterul

EFGH este un paralelogram.

A
!
[
|
f B
|
b
! \
o | o IH1
B
H F
I
P N 1". 11
¥ 2 [y
Fig. 34

Demonstratie

Din ipotezd, «al|Blly, ABca, CepB, Depf= (CAB)Ny=EF|AB,
(DAB)Ny =GH ||[AB= EF|GH, (1)

Din, (ADC)(Ny =HE |DCsi (BDC)(y =GF |DC = HE|DC, (2)

Din (1) si (2) = patrulaterul EFGH paralelogram.
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P8. Fie A, A"; B, B'; C, C' trei perechi de puncte situate, respectiv pe dreptele paralele a, b, ¢
astfel incat segmentele AA", BB' si CC' sd aiba acelasi sens si G, G ' - centrele de greutate ale

triunghiurilor, ABC si A'B'C'. Sa se demonstreze ca segmentul GG' este paralel cu segmentele

AA', BB'si CC'si egal cu media lor aritmetica.

' '

BI‘
Fig. 35

Demonstratie
Fie D si D' mijloacele segmentelor AB, A'B'. G si G' vor fi situate pe CD si C'D' a. i.

cc_cc
GD G'D'
AA'+ BB'

in trapezul AA'B'B, DD' este linie mijlocie = DD'|CC', DD'= Cum

DD'||CC' si punctele G si G' impart segmentele CD si C'D' in acelasi raport = GG'||CC".
Fie | punctul de intersectie al diagonalei CD’ a trapezului CC’DD’ cu GG
2 . 1 L2 1,
Avem Gl :§DD , 1G ZECC = GC=GIl+IG :§DD +§CC =

2AA+BB' 1_ ., AA+BB'+CC'
SERRTEE L CceC'=
3 2 3 '

P9. Se dau paralelogramele ABB'A’ si BB'CC' care sunt incluse in plane diferite si P mijlocul
segmentului AB.

a) Sasearate ca AC'||[(PCB").

b) Notam cu O centrul lui BCC'B' si cu O; mijlocul segmentului 4°C. Sa se arate ca

dreapta OO; este paraleld cu dreapta de intersectie a planelor (AB'C) si (ABC).
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Fig. 36

Demonstratie

a) Fie P mijlocul lui AB. In triunghiul ABC', PO este linie mijlocie = PO|AC".

Dar PO < (PCBY) = AC'|(PCB").

b) In triunghiul CA'B', OO; este linie mijlocie = OO;||A'B'. Dar A'B'||AB,
AB c (ABC) = OO, | AB < (ABC), rezulti OO | (ABC).

Insa, prin dreapta OO, trece planul (CA'B'), care intersecteaza planul (ABC) si, cum

00| (ABC) = OO:]||[(ABC)N(CA'B")] (daca dous plane diferite au un punct comun,
atunci intersectia lor este o dreapta).

P10. Doua plane « si f se intersecteaza dupa o dreaptd d si A, B si C sunt trei puncte situate
cate unul, respectiv in planele a si S si pe dreaptad. Din C se ridica pe d perpendicularele
d1, d, continute, respectiv in planele a si S si fie A'B’, respectiv simetricele punctelor A si

B fataded; si d,. Sa se arate ca dreptele AA' si BB' sunt paralele si trapezul ABB'A’ este

isoscel.




Demonstratie

Prin constructie, avem AA'Lld, si d Ld, in planul « = AA'||d. Analog, BB' ||d =
AA'||BB'.

Fie {A}=A'ANd,, {B}=B'BNd,.

Avem [AA]=[AA"], [BB,]=[BB']. Pe de altd parte, d L(ABC)= d LAB, =
AA' 1 AB, = A;B; este axa de simetrie a trapezului care, este astfel isoscel.
P11. Fie planele « si B, al||f, A Bea, iar CD o dreapta paralela cu a si §. Dreptele

CA, CB, DB si DA taie planul g, respectivin M,N, P si Q. Sa se arate ca aceste puncte sunt

B
S
I l\.
h
v
'3 I’r[ ll H*.
M / A
{
b
Demonstratie

Din «|| BsiaN(ABC)=AB, BN (ABC)=MN = AB||MN.
Din « || BsiaN(ABD) = AB, SN (ABD)=PQ = AB|PQ.
Din AB||MN si AB|PQ = MN||PQ (1)

varfurile unui paralelogram.

"

Fig. 38

Din CD|| « |MN, CD c (ACD) si (ACD)(\8=MQ = CD||MQ
Din CD|| g, DC < (BCD) si (BCD)(N\B=NP = CD| NP

Din CD||MQ si CD|NP = MQ|NP  (2)

Din (1) si (2) = MNPQ paralelogram.
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P12. Se duce un plan g printr-o dreapta d paralela cu un plan « . Sa se arate ca intersectia

planelor o si S este o dreapta paralela cu dreapta d.

Fig. 39
Demonstratie
Demonstram prin reducere la absurd ca exista o dreapta d’, dreapta de intersectie dintre

planele « si B sisa presupunem ca d(d'={M}. Acest punct, fiind pe d’, va fi situat si in

planul &« = dreapta d ar avea un punct comun cu planul «, ceea ce contrazice ipoteza,
deoarece am presupus ca dreapta d este paralela cu planul « .

P13. Prin muchia CD a tetraedrului oarecare ABCD se duce planul «, paralel cu muchia
opusa AB, iar prin muchia BD se duce planul £, paralel cu muchia opusa AC. Sa se arate ca
dreapta ce uneste mijlocul M al muchiei BC cu mijlocul N al muchiei AD este paralela cu

planele « si .




Demonstratie

Fie E mijlocul lui BD si F mijlocul lui CD. Cum ME si NE sunt linii mijlocii in
triunghiurile BCD, respectiv ABD = ME||CD si NE||AB = ME| a si NE|| « Prin urmare,
planul (MNE)| @ = MN| « .

Analog, se obtine ca (MNF) || = MN| .
P14. Se dau punctele necoplanare A, B, C si D. Fie M, N, P si Q situate in planul (ABC),
astfel incat M este mijlocul lui AC, N este mijlocul lui BM, P este mijlocul lui NC si Q este

mijlocul lui BP. Sa se demonstreze ca punctele A, N, Q si D sunt coplanare si ca MP este

paralela cu acest plan.

Demonstratie
In AANC, MP este linie mijlocie = MN|AN. In ABMP, NQ este linie mijlocie =
MP|INQ. Din MP||AN si MP|INQ = punctele A, N si Q sunt coliniare = A, N, Q, D sunt
coplanare (situate in planul (AND)).
Cum MPJ|AN si AN < (AND) = MP| (AND).
P15. Triunghiurile ABC si ABD au numai varful A intr-un plan « , iar BC si BD paralele cu « .
a) SasearatecaDC || a,dacaA, B, Csi D nusuntcoplanare;

b) Daca M ¢ «, iar dreptele MD si MC intersecteaza pe a inD’ si C’, avem DC paralela
cu DC.
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Fig. 42
Demonstratie
a) Din DB| « siBC|a = (DBC) || «.
Dar, planul (ADC) intersecteaza planele o si (DBC) dupa doua drepte paralele, una din acestea

fiind DC = dreapta DC fiind paralela cu o dreapta continuta inex (trece prinA) = DC || « .
b) Dina)avem (DBC) ||« ,iar (DD'C)Na=D'C'si (D'C'D)((DBC) ={DC }
— DC|DC’.
P16. in cubul ABCDABCD), de muchie &, se noteazi cu M si N mijloacele muchiilor AB, respectiv AD,

iar cu Esi F mijloacele muchiilor B'C', respectiv CD'. Sa se demonstreze ca planele (AMN)si (CEF) sunt

paralele.
D F o

A 5

A M B
Fig. 43

Demonstratie

Din MB||D'F si [MB]=[D'F] = patrulaterul MBFD'este paralelogram.
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Din AN| EC" si [AN]=[C'E] = patrulaterul ANC'E este paralelogram = dreptele MF si
NE trec prin mijloacele diagonalelor cubului, BD' si AC',adica prin punctul notat cu O, care este centrul
cubului. Patrulaterul MNFE este paralelogram, pentru ca diagonalele sale se injumatatesc = MN || EF.
Analog, se arata ca patrulaterul CEAN este paralelogram = EC || A'N .Din MN||EF si EC|| A'N
— (MNAY)| (CEF).

P17. Fietriunghiul ABC,iar AA,BB'si CC' segmente congruente incluse in drepte paralele, astfel incat
A, B'si C'sunt de aceeasi parte a planului (ABC).Sa se arate ca:
a) (ABC)|| (ABC);

b) dreapta n care este inclusa mediana din C a triunghiului ABC este paralela cu (AB'C).

Fig. 44
Demonstratie
a) Din AA'|BB'si AA'=BB'= AA'B'B paralelogram = A'B'|| AB.
Din BB' ||CC'si BB'=CC'= BB'C'C paralelogram = B'C'||BC.
Din A'B'||AB si B'C'||BC = (ABC) | (ABC).
b) Mediana CD este inclusain AABC, iar (A'B'C")||(ABC) = CD||(A'B'C").
P18. Se dau triunghiurile ACD si BDC incluse in plane diferite, unde CD este inclusa intr-un plan « ,

diferit de precedentele, iar AB || « . Daca M si N sunt mijloacele segmentelor BC si AD, sa se arate ca

MN || «.

Fig. 45
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Demonstratie

Fie Q mijlocul lui BD in ABCD, MQ este linie mijlocie = MQ || CD, CDca = MQ ||
« .In AABD, NQ linie mijlocie = NQ | AB.

Dar, AB|CD = QN||CD,CDca = NQ| « .

Din MQ| « si NQ|| @ = (MNQ)|| & sicum MN < (MNQ) = MN| .
P19. Fie A, B, Csi D patru puncte necoplanare si E, F, G si H mijloacele segmentelor AB, BC, CD si
DA. Sa se arate ca EF| (ACD)si punctele E, F, G si H sunt coplanare.

A

B 7 C
Fig. 46

Demonstratie

in AABC, EF este linie mijlocie = EF||AC, AC c (ACD) = EF || (ACD).

In AADC, HG este linie mijlocie = HG| AC, AC — (ACD).

Din EF || AC si HG||AC = EF||HG = punctele E, F, G si H determina un plan deci,
sunt puncte Coplanare.
P20. Dacaunplan « intersecteaza planele S si  secante dupa drepte paralele, atunci planul o este

paralel cu dreapta de intersectie a planelor g si y .

P

Fig. 47
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Demonstratie

Fied=p8Ny,a=aNpB,b=ally,a|/b.Dinallbsibcy = a||y sauacy.

Dar, a —  nu este posibil, pentru ca altfel ar rezulta ca a= Sy, ceea ce contrazice ca d = B[y
—allysiacp = py=dllasicuam acy = a|ld=pNy.

P21. Fie V, A, B si C puncte necoplanare, iar punctele G; si G, centrele de greutate ale triunghiurilor
VAB si CVB. Sa se arate ca G1G; || (ABC).

o

Fig. 48
Demonstratie
Fie M mijlocul lui AB si N mijlocul lui BC.
in triunghiul VAB, VM mediani si G, e VM = g%l

1

=2 (@

In AVBC, VN mediani si G, eVN = gGI\ZI

2

=2 @

VG, VG,

Din ) si )= =
Dsi GM _GN

2= GG, || MN (conform reciprocei th. lui Thales).

Dar, in AABC, MN este linie mijlocie = MNJ/AC, AC — (ABC).
Din GG, || MN,MN || AC, AC = (ABC) = GG, || AC,AC = (ABC) = GG, || (ABC).

P22. Fie A, B, C si D puncte necoplanare. Notam cu E si F proiectiile punctului A pe bisectoarea
unghiurilor ABD si ACD. Sa se arate ca EF este paralela cu planul (ABC).

A




Demonstratie
Fie (BB’ si (CC’ bisectoarele unghiurilor ABD si ACD. Notim AE(BD ={G}si
AFNCD={H}. In AABG, (BE este bisectoare si indlfime = AABG este isoscel, cu baza

AG = AB = BG. Analog, AC = CH. Utilizand teorema bisectoarei in AABG siAACH
EA AB
=>—=—
EG BG
GH < (BCD) = EF || (BCD).

_A=A_C:1 obtinem EA_FA = EF||GH. Cum
FH CH

=1, respectiv, =—
EG FH

P24. Triunghiurile ABC si ACD sunt incluse in plane diferite, iar G, G, si Gz sunt centrele de greutate
ale triunghiurilor ABC, BCD si ACD. Sa se arate ca (G,G,G;) || (ABD).

Demonstratie

Fie M mijlocul Iui BC, G, € AM, G, € DM = ill\'\//l' _

oM _GM _1_, g6, 4D
AM DM 3
Fie N mijlocul Iti CD, G, e AN = 231 _ 1
AN 3

GM _1 GN_1_ GM_GN_1_ ¢ unien
AM 3 AN 3 AM AN 3

Din GG, || AD si GG, || BD = (GG,G;) || (ABD).

Din
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